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Sistemas Lagrangianos forzados

Un sistema Lagrangiano forzado es una terna (@, L, f), donde:

* Q es una variedad suave (el espacio de configuraciones),
* L: TQ — R es una funcién suave (el Lagrangiano),

* f: TQ — T*Q es una aplicacién que preserva fibras (la
fuerza). Equivalentemente, una 1-forma horizontal sobre TQ.



Sistemas Lagrangianos forzados

Principio de Lagrange-d’Alembert
Una curva q : [a, b] — Q es trayectoria si satisface

b
5 / ) dt + / F(q(t), 4(t)) - 6q(t) dt =0,

para toda variacién dq a extremos fijos.
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Principio de Lagrange-d’Alembert
Una curva q : [a, b] — Q es trayectoria si satisface

b
5 / ) dt + / F(q(t), 4(t)) - 6q(t) dt =0,

para toda variacién dq a extremos fijos.

Ecuaciones de Euler-Lagrange forzadas
En coordenadas, g es trayectoria sii

oL . d (oL, .
aT;f(q’ q) — p (W(q, q)) + fi(q,4) = 0.
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Mundo continuo Mundo discreto
TQ QxQ
q:la, bl — Q qg.:{0,....,N} — Q
L:TQ — R Lg: QxQ —R
f:7TQ — T*Q fa: @xQ— THQx Q)
(Q, L, f) (Q, Ly, fq)

S(q) == [ L(q(t),4(t)) dt  Sa(q.) = S0 La(qr, Gir1)



Sistemas Lagrangianos discretos forzados

Un sistema Lagrangiano discreto forzado es una terna (Q, Ly, fy)
donde:

* @ es una variedad suave (el espacio de configuraciones),

¥ Lg: Q X @ — R es una funcidn suave (el Lagrangiano
discreto),

¥ fg: Q@ X Q — T*(Q x Q) es una 1-forma sobre Q x Q (la
fuerza discreta).

Referencia clasica: Discrete mechanics and variational integrators
(2001), Marsden y West [4].
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Principio de Lagrange-d’Alembert discreto

Una curva discreta q. : {0,..., N} — Q es trayectoria si satisface
N—-1 N-1
6 <Z La(qx, qk+1)> + > fa(Gie, Ger1)(0Gk, 0Gi41) =0,
k=0 k=0

para toda variacién dq. a extremos fijos.

Ecuaciones de Euler-Lagrange discretas forzadas
Una curva discreta gq. es trayectoria sii

DoLg(qk—1, q)+D1La(qi, Ges1)+ £ (Gr—1, Gk)+ 5 (Gk, Gks1) =0

paral < k< N-—1.



Reduccidén de sistemas Lagrangianos
forzados
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Si tenemos un sistema Lagrangiano forzado (Q, L, f) tal que tanto
L como f son “invariantes” por la accién de un grupo de Lie G,
ipodra “reducirse” su dindmica?

« G un grupo de Lie tal que G © @ de modo que 7: Q — Q/G
es un fibrado principal y g := Lie(G).

* Lo /;-Q = L para todo g € G, donde ITQ es la accién de G sobre
TQ inducida por la accién de G sobre Q.

« f: TQ — T*(TQ) es G-equivariante.
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Reduccion de sistemas continuos

(Q, L, f) sistema Lagrangiano forzado, G grupo de simetria,
Gr < G, Jr: TQ — g}, p1 € g} valor regular de Jy.

Teorema (de Ledn, Lainz, Lépez-Gordén, 2021, [3])
« J71(1) es una subvariedad de TQ, J:(11)/(Gr), es una

variedad simpléctica.
« f induce una 1-forma horizontal en J;*(11)/(Gr) -
« Sistema reducido sobre J: (1) /(Gr) -

Dada 2 conexién principal en 7 : Q@ — Q/G, tenemos un sistema
reducido ((T(Q/G) X ) P 'i) donde § := (Q x g)/G es el
fibrado adjunto.



Reduccion de sistemas continuos

Tanto el sistema original como el reducido pueden pensarse como
elementos de una misma clase (conjetural) de sistemas dindmicos a
tiempo continuo llamados sistemas de Lagrange—Poincaré forzados
y que denotaremos f£ (ver Cendra, Marsden y Ratiu (2001) [1]
para el caso sin fuerzas).
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Tanto el sistema original como el reducido pueden pensarse como
elementos de una misma clase (conjetural) de sistemas dindmicos a
tiempo continuo llamados sistemas de Lagrange—Poincaré forzados
y que denotaremos f£ (ver Cendra, Marsden y Ratiu (2001) [1]
para el caso sin fuerzas).

Luego, podemos pensar que el proceso de reducir el sistema
(Q, L, f) para obtener el sistema ((T(Q/G) ®9)y, Ly, ﬁ:) es una
flecha Ty entre elementos de f£3.



Reduccion de sistemas discretos
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Reduccion de sistemas discretos

(Q, Ly, fy) sistema Lagrangiano discreto forzado, G grupo de
simetria, 20 y Ay conexién principal y conexién discreta afin en
m: Q — Q/G, respectivamente.

Teorema

« Una seccion G-equivariante fy : Q x Q — T*(Q X Q) induce
una seccién fy : G x Q/G — T*(G x Q/G) & §*, donde

G :=(Q x G)/G es el fibrado conjugado.

+ Sistema reducido (G~ X Q/G,Z;, E,)

10



Reduccion de sistemas discretos

Tanto el sistema discreto original como el reducido pueden
pensarse como elementos de una misma clase (conjetural) de
sistemas dindmicos a tiempo discreto llamados sistemas de
Lagrange—Poincaré discretos forzados y que denotaremos f£334
(ver Ferndndez, Tori y Zuccalli (2016) [2] para el caso sin fuerzas).
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Reduccion de sistemas discretos

Tanto el sistema discreto original como el reducido pueden
pensarse como elementos de una misma clase (conjetural) de
sistemas dindmicos a tiempo discreto llamados sistemas de
Lagrange—Poincaré discretos forzados y que denotaremos f£334

(ver Ferndndez, Tori y Zuccalli (2016) [2] para el caso sin fuerzas).

Luego, podemos pensar que el proceso de reducir el sistema
(Q, Ly, f4) para obtener el sistema (@ x Q/G, Ly, fd> es una
flecha T 4, entre elementos de f€J3,.

11



Discretizacion de sistemas
Lagrangianos forzados




Discretizacion mediante retracciones

R: TQ — @ una retraccidn.

+R: TQ — Q x Q, vqg — (g, R(vq)), es un difeomorfismo entre
abiertos que contienen a la seccién nula de TQ y la diagonal de

Q x Q.
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Discretizacion mediante retracciones

R: TQ — Q una retraccién.
+R: TQ — Q x Q, vqg — (g, R(vq)), es un difeomorfismo entre
abiertos que contienen a la seccién nula de TQ y la diagonal de
Q x Q.
+ Llamaremos discretizacion de (Q, L, f) al sistema Lagrangiano
discreto forzado (Q, Ly, fy) donde

Lg:=(RY)L=LoR 1y fy:=(R V.

« Podemos pensar en la discretizacién como una asignacién
(conjetural) R : &8 — fL£3,.
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Discretizacion vs reduccion

(Q, L, f) sistema Lagrangiano forzado con grupo de simetria G,
R: TQ — Q retraccién G-equivariante.

(T(Q/6) @5, LF) -~~~ ((6 x 9/6), L0, 7o)

En realidad, todos los sistemas estan definidos sobre subvariedades asociadas a un
valor regular p.

13



Discretizacion vs reduccion

Teorema
Sean (Q, L, f) un sistema Lagrangiano forzado con grupo de

simetria G y R una retraccion G-equivariante en Q. Sean 2| una
conexién principal en m: Q — Q/G y Ay una conexién discreta
afinenm: Q@ — Q/G.
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Discretizacion vs reduccion

Teorema
Sean (Q, L, f) un sistema Lagrangiano forzado con grupo de

simetria G y R una retraccion G-equivariante en Q. Sean 2| una
conexién principal en m: Q — Q/G y Ay una conexién discreta
afin en w: Q — Q/G. Entonces, dado un valor regular . de Jr,
el siguiente diagrama conmuta:

(T@/6) @8, LF)---~-->((6xQ/6).LaFa)

donde R es la retraccion “bajada al cociente” y volvemos a omitir fu. 14
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El problema general

+« Definir adecuadamente las categorias {8 y f£5,.

« Definir un funtor A : &8 — €, que capture la nocién de
discretizacidn (esto ni siquiera es claro cémo hacerlo en el caso sin
fuerzas).

ii5)



[1]

2]

(3]

[4]

Referencias

H. Cendra, J. E. Marsden, and T. S. Ratiu. “Lagrangian
Reduction by Stages”. In: Memoirs Of The American
Mathematical Society 152 (2001), pp. 1-108.

Javier Ferndndez, Cora Tori, and Marcela Zuccalli.
“Lagrangian reduction of discrete mechanical systems by
stages”. In: J. Geom. Mech. 8.1 (2016), pp. 35-70. ISSN:
1941-4889. DOI: 10.3934/jgm.2016.8.35.

M. de Leén, M. Lainz, and A. Lépez-Gordén. “Symmetries,
constants of the motion and reduction of mechanical
systems with external forces”. In: Journal of Mathematical
Physics 62 (2021).

J. E. Marsden and M. West. “Discrete Mechanics and
Variational Integrators”. In: Acta Numerica 10 (2001),
pp. 357-514.

16


https://doi.org/10.3934/jgm.2016.8.35

Muchas gracias



	Sistemas mecánicos discretos forzados
	Reducción de sistemas Lagrangianos forzados
	Discretización de sistemas Lagrangianos forzados
	Referencias

